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10 Derivacion e integracién numérica

10.1 Introduccion

La derivacion, o diferenciacion, y la integracién numérica son operaciones muy frecuentes en
computacion cientifica. Obtener analiticamente la derivada de una funcién puede ser compli-
cado, incluso imposible cuando la funcién no es elemental, como ocurre con las funciones de
Bessel!, empleadas en propagacion de ondas o potenciales electrostaticos, las ecuaciones de
Airy?, utilizada en la fisica de particulas, o muchas otras. Por otro lado, encontrar una primitiva
que nos permita calcular su integral es, en numerosos casos, imposible. Muchas funciones se
definen a través de integrales que no pueden calcularse de manera exacta, como pueden ser la
funcién de error?, las funciones logaritmo?, seno integral® y la funcién gamma de Euler¢, por
citar algunos ejemplos. En estos casos, es muy comun emplear las técnicas de diferenciacién e
integracién numérica que se describen en este tema.

Por otro lado, cuando tnicamente conocemos el valor de la funcién en un conjunto de puntos
(xi, fi), como ocurre con los resultados de un experimento, sus derivadas e integrales s6lo pue-
den obtener numéricamente, lo cual motiva atn mas la necesidad de obtener derivadas e inte-
grales a partir de conjuntos discretos de datos.

10.2 Concepto de derivada

La expresion:

f(x + Ax) — f(x)
Ax

se denomina cociente incremental de f en el punto x para un valor de Ax. Esta expresion re-
presenta la pendiente de la secante a la gréfica de la funciéon f que une los puntos (x, f (x)) y
(x + Ax, f(x + Ax)).

f(x+Ax)

f(x)

7 Se conocen como funciones de Bessel a las soluciones de la ecuacion x?y" + xy' + (x? —n?)y = 0 siendo n un niimero real o complejo.
2 Una ecuacion de Airy tiene la forma, aparentemente simple, de y" = xy
3 La funcién de error tiene la forma general Ef(x) = f: et dt
4 La funcién logaritmo tiene la forma general li(x) = foxﬁ dt
X sen t

®La funcion seno integral tiene la forma Si(x) = [] —dt

6 Esta funcion extiende el concepto de factorial a los niimeros complejos: I' (z) = fom t> e tdt
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Entonces:
La derivada de una funcién f(x) en un punto x es el limite del cociente incremental:

I fx+Ax) — f(x)
m -—-

Ax—0 Ax

Este valor representa la pendiente de la recta tangente a la gréfica de f en el punto (x, f(x)) y

’ dy df
se denota por f'(x) o 0
. [+ M) - f(x)
tana = lim ——
Ax—0 Ax
A
FXAAX) i,
) flat A - f(x)
f(x) ‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘ e
X x+Ax
Figura 10-1. Representacion grifica del concepto de derivada

Tras la definicién formal de derivada podemos acercarnos a una definicién intuitiva. La derivada
de una funcién f(x) podemos definirla como una funcién f‘(x) que es igual a la rapidez o
velocidad de cambio de f(x) conrespecto a x. La pendiente de la tangente a la curva varia tan
rapidamente como lo haga el incremento de x a cero. Conviene detenerse un momento e in-
tentar visualizar dindmicamente sobre la Figura 10-1 cémo al reducirse el incremento de x, es
decir, al desplazarse en la figura hacia la izquierda, su correspondiente imagen sobre la figura,
es decir, el valor de la funcién en ese punto que varia, se va acercando a la tangente a la curva
en x. Por tanto, la variacién de la pendiente de la tangente nos da la variacién del cambio de la
curva para los valores de x.

La importancia de entender este cambio se debe a que es aqui precisamente donde se encierra
todo el valor del concepto de derivada. Mediante dicho concepto, tenemos una definicién ana-
litica de como medir el cambio de una funcién al ser recorrida. Por tanto, no es una representa-
cién grafica mas ni un artefacto matematico mds o menos sofisticado, es la representacion real
del cambio que apreciamos en tantos fenémenos de la naturaleza. De ahi que el estudio de la
derivada esté presente en todos los manuales y sea la base del célculo diferencial que abre la
puerta a la observacién y analisis de casi todos los fenémenos fisicos.

Como decimos, hay muchos fenémenos fisicos en los que nos interesa medir la rapidez del
cambio de una variable. Por ejemplo, la velocidad es la rapidez del cambio de la posicién de
un mévil, y la aceleracion es la rapidez del cambio de la velocidad. También puede demostrarse
que la integral de la aceleracién es la velocidad y la integral de la velocidad es la posicién. Por
tanto la integral y la derivada tienen una relacion especial en cuanto que pueden considerarse
inversas la una de la otra: la integral de una derivada devuelve la funcién original, y la derivada
de una integral devuelve la funcién original mas o menos un valor constante.
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Ejemplo 1. El area A de un circulo esta relacionada con su diametro mediante la ecuacion:
T
A=-D?
4

;Con qué rapidez cambia el drea con respecto al didmetro cuando el didmetro es de 10 m?
Solucion
La tasa de cambio del 4rea con respecto al diametro es:

dA —HZD _T[D
dD 477 2

Cuando D = 10 m, el drea cambia con respecto al didmetro a una tasa de g -10 = 5em?/m

10.3 Derivacion numérica

Las técnicas de derivacion numeérica estiman la derivada de una funcién en un punto x;, apro-
ximando la pendiente de la linea tangente en x; usando valores de la funcién en puntos cerca-
nos a dicho punto x;. La aproximacién a la pendiente de la recta tangente puede hacerse de
diversas formas como se muestra en la Figura 10-2.

(d) f(x,) O (b) S )O (C) f(xku).'(?l

fe0 F5) B fho
f(x,{:l(),O"""""i f()C,\,_I )O f(xk_!'),,o"" ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, i

Figura 10-2

En la Figura 10-2 (a) se supone que la derivada en x; se estima calculando la pendiente de la
linea entre f(x,_,) y f(x;), ast:

f ) — f (xe-1)

X — Xg-1

') =

Este tipo de aproximacioén a la derivada se denomina aproximacién por diferencia hacia
atras o diferencia regresiva.

En la figura Figura 10-2 (b) se supone que la derivada en x;, se estima calculando la pen-
diente de la linea entre f(x;) y f(%41), asi:

frern) — f(x)

Xk+1 — Xk

') =

Este tipo de aproximacién a la derivada se denomina aproximacion por diferencia hacia ade-
lante o diferencia progresiva.
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En la Figura 10-2 (c) se supone que la derivada en x;, se estima calculando la pendiente de la
linea entre f(xx_1) v f (Xk41), asi:

F 1) = f(xk—1)

Xk+1 — Xg-1

f'a) =

Este tipo de aproximacion a la derivada se denomina aproximacién por diferencia central.

La calidad de los resultados de estos tres tipos de calculos depende de la distancia entre los
puntos empleados para estimar la derivada; la estimacion de la derivada mejora al disminuir
la distancia entre los puntos a considerar

10.4 Integracién indefinida

Definicién 1 Se dice que una funcién F es una primitivade f en un intervalo I si F’'(x) = f(x) para todo x
en el intervalo L.

Teorema 1 Si F es una primitiva de fen un intervalo I, entonces G es una primitiva de f en el intervalo I si
y s6losi G es de la forma G(x) = F(x) + C, para todo x en I y donde C es una constante.

La primera consecuencia del teorema anterior es que podemos representar la familia completa
de primitivas de una funcién agregando una constante a una primitiva conocida. Por ejemplo,
sabiendo [x%]' = 2x, es posible representar la familia de todas las primitivas de f(x) = 2x
por G(x) = x?+ C.

La C recibe el nombre de constante de integracion.

Una ecuacion diferencial en x e y es una ecuacién que incluye las variables x e y y a las deriva-
das de y. Por ejemplo, y’ = 3x 0y’ = x? 4+ 1 son ejemplos de ecuaciones diferenciales. La
derivada y’ también se puede denominar la diferencial de y con respecto a x y se escribe:

,_dy

y_dx

Cuando se resuelve una ecuacion diferencial de la forma:

dy
X) =
fo =2
es conveniente escribirla en la forma diferencial equivalente:

dy = f(x) dx

La operacién para determinar todas las soluciones de esta ecuacién se denomina integracion
indefinida y se denota mediante el simbolo integral:

y=jf(x) dx=F(x)+C

10.41 Condiciones iniciales y soluciones particulares
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Se ha visto que la ecuacién:

- [row

tiene muchas soluciones (cada una difiriendo de otras en una constante). Esto significa que
las graficas de cualesquiera dos primitivas de f son traslaciones verticales una de otra.

Ejemplo 2. En la Figura 10-3 se muestran las gréficas de varias primitivas de la forma:

y= f(3x2 —Ddx=x3—x+C
para diversos valores enteros de C. Cada una de estas primitivas es una solucién de la ecua-

cion diferencial:

dy
—=3x% +1
I x“ +

Familia de funciones y=x 2-x+C(C=-3..3)

Figura 10-3
En muchas aplicaciones de la integral, se da suficiente informacién para determinar una solu-
cién particular. Para hacer esto, s6lo se necesita conocer el valor de y = F(x) para un valor de-
terminado de x. Esta informacién recibe el nombre de condicién inicial. Por ejemplo, en la
Figura 10-3, s6lo una de las curvas pasa por el punto (2, 6). Para encontrar dicha curva se utiliza
la siguiente informacién:

Fx)=x3—x+C
F(2)=6
Utilizando la condicién inicial en la solucién general, es posible determinar que:
FQ)=22-2+C=6=C=0
Y por tanto, la solucion particular para esta condicién inicial dada es:
Fx)=x*—x=x(x?-1)

Otro ejemplo que nos ayudara a comprender el importante concepto de la soluciéon particular:

Ejemplo 3. Encontrar la solucién general de:

F'(x) =xi2 conx >0

© Ignacio Garcia-Julid - Ricardo Visiers Baiion - 2018 5
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y determinar la solucién particular que satisface la condicién inicial F(1) = 0.
Solucion

Para encontrar la solucién general, integramos la expresién dada:

1 x1 1
F(x)=f—2dx=jx‘2 dx=—+C=—=4+C, x>0
x -1 x

Utilizando la condicién inicial F(1) = 0, resolvemos para hallar el valor de C:
1
F)=-7+C=0=C=1
De tal modo, la solucién particular, como se muestra en la Figura 10-4, es:

F(x) =—241 conx>0
x

Figura 10-4

Ejemplo 4. Un problema de movimiento vertical

Una pelota se lanza hacia arriba con una velocidad inicial de 20 metros por segundo a partir
de una altura de 24 metros. Encontrar la funcién “posicién” que expresa la altura s en funcién
del tiempo t. ;Cuando llegara la pelota al suelo?

Solucion

Consideramos que el instantet = 0 es el instante inicial. Las dos condiciones iniciales pueden
escribirse de la siguiente manera:

s(0) =24
s'(0) =20
Utilizando —9,8 m/s? como la aceleracion de la gravedad, se tiene:

s"(t) =-98
s'(t) = fs”(t) dt = f -98dt=98t+C(,

Empleando la velocidad inicial se tiene que s'(0) = 20 = 9,80+ (1. De donde deducimos
que C1 = 20. Despusés, integrando s’(t), se obtiene:
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s(t) = fs’(t) dt = f(—9,8t +20) dt = —4,9t% + 20t + C,

Utilizando la altura inicial como condicién inicial, se encuentra que:
s(0)=24=-49-0+20-0+C,
Y por tanto €2 = 24. De este modo la funcion posicién es:
s(t) = —4,9t? + 20t + 24
Cuando la pelota llega al suelo, s(t) = 0,
—4,9t2+20t+24=0

Resolviendo, las soluciones son —0,9 y 5. Como el tiempo no puede ser negativo, la pelota llega
al suelo a los 5 segundos de ser lanzada. En la Figura 10-5 se representa la pardbola descrita.

Problema de movimiento vertical
50 T T T T T

401
30

11 AR ................. ‘‘‘‘‘ g m

Altura
.

Tiempo

Figura 10-5

10.5 Integracion definida

10.5.1 Area de una regién plana

Ejemplo 5. Aproximacion del area de una region plana

Emplear los cinco rectdngulos de la Figura 10-6 a) y b) para determinar dos aproximaciones del
area de la region que se encuentra entre la grafica de f(x) = —x* + 5yelejexentrex =0y x =
2.

© Ignacio Garcia-Julid - Ricardo Visiers Baiion - 2018 7
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A
; 2
5 fx)==x"+5 5
f)=—x*+5
4 4
3+ 31
2T 2T
1+ 1
X X
2 4 6 8 10 2 4 6 8 10
5 5 5 5 5 5 5 5 5 5
a) 5 5 b) 5 5 5
Figura 10-6

Solucion

a) Los puntos terminales de la derecha de los cinco intervalos songi, dondei =1,2,3,4,5.

El ancho de cada rectangulo es g, y la altura de cada rectangulo se puede obtener al hallar fen

el punto terminal derecho de cada intervalo.

[0 2] [2 4] [4 6] [6 8] [8 10
'51"15°51"[5°51"15°5]" 15" 5

La suma de las areas de los cinco rectdngulos es:

5 (2)—162—648
5/ 25

Como cada uno de los cinco rectangulos se encuentra dentro de la regioén parabdlica, se con-
cluye que el area de la region parabélica es mayor que 6,48.

b) Los puntos terminales izquierdos de los cinco intervalos song (i—1),dondei =1,2,3,4,5.

La anchura de cada rectangulo es é y la altura de cada uno puede obtenerse evaluando f en el

punto terminal izquierdo de cada intervalo. Por tanto, la suma es:

(5 Q- S )

Debido a que la region parabdlica se encuentra contenida en la unién de las cinco regiones

5
i=1

rectangulares, es posible concluir que el area de la region parabélica es menor que 8,08.

Combinando los resultados de los apartados a) y b), es posible concluir que:

6,48 < (Areade laregion) < 8,08

© Ignacio Garcia-Julid - Ricardo Visiers Baiion - 2018 8
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Nota

Al incrementar el niimero de rectdngulos utilizados en el Ejemplo 5, se pueden obtener apro-

ximaciones més y mas cercanas al drea de la regién. Por ejemplo, al utilizar 25 rectdngulos,
2 .

cada uno de ancho —, puede concluirse que:

7,17 < (Areade laregion) < 7,49

10.5.2 Sumas superior e inferior

! El procedimiento utilizado en el Ejemplo 5 puede generalizarse de la manera siguiente. Con-
siderar una region plana limitada en su parte superior por la grafica de una funcion continua
no negativa y = f(x), como se muestra en la Figura 10-7. La region esta limitada en su parte
inferior por el eje x y las fronteras izquierda y derecha por las rectas verticales x = a y x = b.

- x

a b Para aproximar el area de la region, se empieza subdividiendo el intervalo [a, b] en 1 subinter-

valos, cada uno de longitud Ax = b%a como se muestra en la Figura 10-8. Los puntos terminales

Figura 10-7

de los intervalos son los siguientes.

a+0(Ax) <a+1(Ax) <a+2(Ax) < -+ < a+n(Ax)

Como f es continua, el teorema del valor extremo garantiza la existencia de un valor minimo
y uno maximo de f(x) en cada subintervalo.

Figura 10-8 f(m;) = valor minimo de f(x) en el i-ésimo subintervalo

f(M;) = valor maximo de f(x) en el i-ésimo subintervalo.

A continuacién, se define un rectangulo inscrito que se encuentra dentro de la i-ésima subre-
gién y un rectiangulo circunscrito que se extiende fuera de la i-ésima region. La altura del i-
ésimo rectangulo inscrito es f(m,) y la altura del i-ésimo rectangulo circunscrito es f(M;). Para
cada i, el area del rectdngulo inscrito es menor que o igual que el area del rectdngulo circuns-
crito.

(Area del recténgulo) — F(my) Ax < f(M,) Ax = (Area del recténgulo)
inscrito T circunscrito

La suma de las areas de los rectangulos inscritos recibe el nombre de suma inferior, y la suma
de las areas de los rectangulos circunscritos se conoce como suma superior.

Suma inferior = s(n) = z f(m;) Ax
=1

Suma insuperior = S(n) = ) f(M;)Ax

n

i=1

© Ignacio Garcia-Julid - Ricardo Visiers Baiion - 2018 9
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A y=f . y=fo
s(n) S(n)
x X X

a b

/ a b

Figura 10-9

En la Figura 10-9, se puede observar que la suma inferior s(n) es menor o igual que la suma
superior S(n). Ademas, el area real de la region se encuentra entre estas dos sumas.

s(n) < (Area de laregion) < S(n)

Ejemplo 6. Determinar la suma superior e inferior de la region delimitada por la grafica de f(x) = x? y el
egexentrex =0yx =2

f) = f)=x*

[
[

} . —>x } T —>x
-1 1 2 3 -1 1

Figura 10-10

[
w

Solucion

Para empezar, se divide el intervalo [0, 2] en n subintervalos, cada uno de ancho:

b—a 2
Ax = =-
n n

La Figura 10-10 muestra los puntos terminales de los subintervalos y varios de los rectangulos
inscritos y circunscritos. Como f es creciente en el intervalo [0, 2], el valor minimo en cada
subintervalo ocurre en el punto terminal izquierdo, y el valor maximo ocurre en el punto ter-
minal derecho.

Puntos terminales izquierdos Puntos terminales derechos
. 2 2(i-1) (2 2i
mi:0+(l—1)(;):(lT Mi=0+l(;)=;l

Utilizando los puntos terminales izquierdos, la suma inferior es:

© Ignacio Garcia-Julid - Ricardo Visiers Baiion - 2018 10
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(%) (2-2i+1) =

CEYEEDYES FRYESIOD)

n
i=1

:%(Ziz_zZHZl):%{n(n+1)6(2n+1)_2[n(nz+1)]+"}:

i=1 i=1 i=1

4 8 4 4
=—(@n*-3n?4+n) = ——+—
3n3(n nt+n) 3 n-|-3n2

Empleando los puntos terminales derechos, la suma superior es:

S(n)=Zf(Mi) Ax:lzf(%)(%)=Z(%)2<%>=Z(%> 2 =%<n(n+1)6(2n+1)>=
4 8 4 4
=%(2n3+3n2+n) =§+E+W

El Ejemplo 6 ilustra algunos aspectos importantes acerca de las sumas inferior y superior. Pri-
mero, advertir que para cualquier valor de 7, la suma inferior es menor (o igual) que la suma
superior.

8 4 4 8 4 4
S(TL) =§—;+W<§+Z+W25(H)
Segundo, la diferencia entre estas dos sumas disminuye cuando n aumenta. De hecho, si se
toman los limites cuando n — oo, tanto en la suma superior como en la suma inferior se apro-

. 8
Ximan a ;

El siguiente teorema muestra que la equivalencia de los limites (cuando n — o) de las sumas
superior e inferior no es una mera coincidencia. Este teorema es valido para toda funcién con-
tinua no negativa en el intervalo cerrado [a, b]. Omitiremos la demostracién de este teorema.

Teorema 2 Limites de las sumas superior e inferior

Sea f continua y no negativa en el intervalo [a, b]. Los limites cuando n — oo de las sumas infe-
rior y superior existen y son iguales entre si. Esto es:

n n
lim s(n) = lim E f(m;) Ax = lim E f(M;) Ax = limS(n)
n—oo n—-oo n—-oo n-oo

i=1 i=1

Donde Ax = bn;a y f(m;) y f(M;) son los valores minimo y maximo de f en el subintervalo.

Debido a que se alcanza el mismo limite tanto con el valor minimo f(m;) como con el valor
maximo f(M;), se sigue a partir del teorema del encaje’ que la eleccién de x en el i-esimo inter-
valo no afecta al limite. Esto significa que se puede elegir cualquier valor de x arbitrario en el i-
esimo subintervalo, como en la siguiente definicion del drea de una region en el plano.

7 Teorema del encaje. Si h(x) < f(x) = g(x) para todos los x en un intervalo abierto que contiene a c, con la posible excepcion de la propia ¢, y si limh(x) = L =
xX=C

lim g(x), entonces lim f(x) existe y es igual a L
xX—=C xX—-C

© Ignacio Garcia-Julid - Ricardo Visiers Baiion - 2018 11
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Definicién 2 Area de una regién en el plano

Sea f continua y no negativa en el intervalo [a, b]. El area de la region limitada por la grafica
de f, el eje x y las rectas verticalesx = ay x = b es:

n
Area = lim Zf(ci) Ax, x4, <c <X
n—-oo

i=1
Donde:
b—a
Ax =
n
Ejemplo 7. Hallar el drea mediante la definicion de limite

Encontrar el area de la region limitada por la grafica f(x) = x3, el eje x y las rectas verticales
x=0yx=1

Solucion

Se empieza notando que f es continua y no negativa en el intervalo [0, 1]. Después, se divide el
intervalo [0, 1] en n subintervalos, cada uno de ancho Ax = % De acuerdo con la definicion de
area, elegir cualquier valor de x en el i-esimo subintervalo. En este ejemplo, los puntos termi-

i
nales derechos c¢; = - resultan adecuados.

n n .3 T 2 z
frea i Z Ax = i (l) (1)_1_ 1 (n*(n+1)?\
rea = lim f(e) *En L\ ) TR L 4 B

i=1 =1 =

n
BIHEREE
=n1—>oo‘1 4 2n  4n? :Z
=

10.5.3 Sumas de Riemann

En la Definicién 2 de area , las particiones tenfan subintervalos de igual ancho. Esto se hizo sélo
por conveniencia de célculo. El siguiente ejemplo muestra que no es necesario tener subinter-
valos de igual ancho.

Ejemplo 8. Una particién con subintervalos de anchos desiguales

Considerar la regién acotada por la gréfica de f(x) = Vx y el eje x para 0 < x < 1, como se
muestra en la Figura 10-11

© Ignacio Garcia-Julid - Ricardo Visiers Baiion - 2018 12
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B
1 22 (n—l)'I

2 2

n n n

Figura 10-11
Hallar el limite:

n

lim ) f(c) Ax;
n—oo
i=1

i2
donde c; es el punto terminal derecho de la particién dada por ¢; = # y Ax; es el ancho del i.-
ésimo intervalo.
Solucion

El ancho del i.-ésimo intervalo esta dado por:

Por tanto, el limite es:

n

n
lim ) f(¢) Ax = lim z
n—-oo

n-o 4 -
i=1 =1
o1 nn+1)2n+1)\ nn+1) o dnd+3n2-n 2
=llm—[2< )— ]=hm—=—
n-oo N 6 2 n-o 6n3 3

La razén por la que esta particion particular da el area apropiada es que cuando # crece, el
ancho del subintervalo mas grande tiende a cero. Esta es la caracteristica clave del desarrollo
de las integrales definidas.

En la seccién precedente, el limite de una suma se utilizo para definir el area de una regién en
el plano. La determinacién del area por este medio es sélo una de las muchas aplicaciones que
involucran el limite de una suma. Un enfoque similar puede utilizarse para determinar canti-
dades tan diversas como longitudes de arco, valores medios, centroides, volimenes, trabajo y

areas de superficies.

En la definicién siguiente de una suma de Riemann, notar que la funcién f no tiene otra res-
triccién que haber sido definida en el intervalo [a, b]. (En la seccion precedente, la funcion f se
supuso continua y no negativa debido a que se trabajo con un area bajo una curva.)

Ejemplo 9. Suma de Riemann
Sea f definida en el intervalo cerrado [a, b], y sea A una particion de [a, b] dada por:

A=%g <X <% < <X 1<%X,=b

© Ignacio Garcia-Julid - Ricardo Visiers Baiion - 2018 13



S i
i

Matematicas para la ingenieria 10. Derivacion e integracion numérica \\ UFV Madrid

Donde Ax; es el ancho del i-ésimo subintervalo. Si ¢; es cualquier punto en el i-ésimo subinter-

valo, entonces la suma:
n
> fle)ax
i=1

Xi_1 < C; < X

Se denomina suma de Riemann de f para la particién A

10.5.4 Norma de una particién

El ancho del subintervalo mas grande de la particién es la norma de la particién y se denota
por medio de [|A]]. Si todos los intervalos tienen la misma anchura, la particion es regular y la
norma se denota mediante:

b—a
Al = Ax = ——
n

En una particién general, la norma se relaciona con el nimero de subintervalos en [a, b] de la
siguiente manera:

b—a <
=n
Al

De tal modo, el ntimero de subintervalos en una particion tiende a infinito cuando la norma de
la particion tiende a cero. Esto es ||Al| = 0 implica que n — oo .

10.5.5 Integrales definidas

Definicion 3 Integral definida

Si f se define en un intervalo cerrado [a, b] y el limite:

n
e, 0, fe o
i=

existe entonces f es integrable en [a, b] y el limite se denota por:

llAll—~0

n b
lim f(c) Ax =J- f(x) dx

El limite recibe el nombre de integral definida de f de a a b. El numero 4 es el limite inferior
de integracién, y el nimero b es el limite superior de integracion.

Las integrales definidas y las integrales indefinidas son identidades diferentes. Una integral
definida es un niimero, en tanto que una integral indefinida es una familia de funciones.

A pesar de que las sumas de Riemann estaban definidas por funciones con muy pocas restric-
ciones, una condicion suficiente para que una funcion f sea integrable en [a, b] es que sea con-
tinua en [a, b].

© Ignacio Garcia-Julid - Ricardo Visiers Baiion - 2018 14
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Teorema 3 La continuidad implica integrabilidad

Si una funcién f es continua en el intervalo cerrado [a, b], entonces f es integrable en [a, b]

Teorema 4 La integral definida como area de una region

Si f es continua y no negativa en el intervalo cerrado [a, b], entonces el area de la region acotada
por la grafica de f, del eje x y las rectas verticales x = a y x = b esta dada por:

b
Area = f f(x) dx

10.5.6 Propiedades de las integrales definidas

La definicion de la integral definida de f en el intervalo [a, b] especifica que a < b. Ahora, es
conveniente, sin embargo, extender la definicion para cubrir casos en los cualesa = b oa > b.
Geométricamente, las siguientes dos definiciones parecen razonables. Por ejemplo, tiene sen-
tido definir el 4rea de una regién de ancho cero y altura finita igual a 0.

Definicion 4 Si f estd definida en x = a, entonces se define

faf(x) dx =0

Si f es integrable en [a, b], entonces se define:

fbaf(x) dx = —fabf(x) dx

Teorema 5 Propiedad aditiva de los intervalos

Si f es integrable en los tres intervalos cerrados determinados por a, b y ¢, entonces:

fa Fo) dx = j F) dx+ f " d

y b
J f(x) dx
a
f
|
a c b

(fzv) ae + [0 f(,:) dx
J f

Teorema 6 Propiedades de las integrales definidas
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Si f y g son integrables en [a, b] y k es una constante, entonces las funciones kf y f + g son
integrables en [a, b] y:

kaf(x) dx = kjabf(x) dx

a

b b b
[rwxg@nax= [ r@ act [ g ax

Teorema 7 Conservacion de desigualdades

Si f es integrable y no negativa en el intervalo cerrado [a, b], entonces:

b
OSJ- f(x) dx

Si f y g son integrables en [a, b] y f(x) < g(x) parax € [a, b], entonces:

Lbf(x) dx < ng(x) dx

10.5.7 Teorema fundamental del calculo

El teorema fundamental del calculo establece la relacién entre dos conceptos aparentemente
ajenos: el célculo diferencial (presentado con el problema de la recta tangente) y el calculo in-
tegral (presentado con el problema del area). De manera informal, el teorema establece que la
derivacién y la integracién (definida) son operaciones inversas, en el mismo sentido que lo son
la divisién y la multiplicacién.

Teorema 8 Teorema Fundamental del Célculo - 12 Parte
Sea y = f(t) una funcién continua en el intervalo [a, b]

Definimos la funcién:

F(x) = jxf(t) dt x € |[a, b]

Que representa el drea comprendida entre la funcién f y el eje OX en el intervalo [a, x]

dF d *
T -w([roa)-r

¢ Toda funcién continua f tiene una antiderivada (o primitiva) F(x)

En este caso se cumple que:

Este enunciado representa:

¢ Relaciona la derivada con la integral

Sea f(t) una funcién continua en el intervalo [c, d] y sea F(x) la funciéon definida mediante:
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F(x)=-fxf(t)dt X €[c d

Seab, a € [c, d] b > a, entonces aplicando el TFC obtenemos:

b a
F(b) - F(a) = f F(O) dt — f £ dt

Por las propiedades de las integrales definidas:

c b b
F(b) — F(a) =ff(t) dt+f £ dt=f F(©) dt

Teorema 9 Teorema Fundamental del Calculo - 22 Parte

Si una funcién f es continua en el intervalo cerrado [a, b] y F es una antiderivada de f en el
intervalo [a, b], entonces:

| ") dx = Fb) - F(@

a

Ejemplo 10. Dada la funciéon g(x) = fz"(10t + 2) dt. Calcular g'(3)
Solucion

Por el TFC sabemos que:

g9'(x) = %(Lx(lot +2) dt> =f(x) =10x+2

Por tanto g'(3) =10:-3+2 =32

Ejemplo 11. Calcular:

:—x Ux cot?(t) dt>

Solucion

Por el TFC sabemos que si:

F(x) = fxcotz(t) dt

T

Entonces:

F'(x) = 6;i—x<fxcot2(t) dt> = cot?(x)

Calculamos:

dd_x<f" cot?(t) dt) = %(F(xz)) = (1)

T

Aplicando la regla de la cadena:

(1) = F'(x? -dd—x(xz) = cot?(x?) - 2x
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Ejemplo 12. Encontrar el drea delimitada por la funcién f(x) = 2x? —3x + 2, el eje x y las rectas verticales
x=0yx=2
4 y=2x2-3x+2
-
3SH
o
2S5
> 2
15
1
0Ss
0 0.2 04 086 08 1 1.2 14 16 1.8
X
Solucion
) 2 2 3% 10 16 10
Area=| (2x*=3x+2)dx=|—7——-——7+2x| =—=—-6+4=—
o 3 2 o 3 3
Ejemplo 13. Integral definida de un valor absoluto
Calcular la integral:
2
f [2x — 1| dx
0
9 y=[21]
[CTaea=s2
Solucion
1
—2x—-1) x < >
[2x — 1| = 1
2x—1 x=>=

2

Por tanto, descomponemos la integral:
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fOZIZx—ll dxsz—(Zx—l) dx+f;(2x—1) dx = [—x2+x]%+[x2—x]§=
e -ovolefo-a-6-31-3

10.5.8 Teorema del cambio neto

El teorema fundamental del célculo establece que si f es continua en el intervalo cerrado [a, b]
y F es una antiderivada de f en [a, b], entonces:

b
[ 1 ax=r) - F@

Pero dado que F'(x) = f (x), este enunciado se puede reescribir como:

b
f F'(x) dx = F(b) — F(a)

donde la cantidad F (b) — F(a) representa el cambio neto de F sobre el intervalo [a, b].

Teorema 10 La integral definida de la razén de cambio de una cantidad F(x) proporciona el cambio total,
o cambio neto, en esa cantidad sobre el intervalo [a, b].

be’(x) dx = F(b) — F(a)

Ejemplo 14. Uso del teorema del cambio neto

Una sustancia quimica fluye en un tanque de almacenamiento a una razén de 180 + 3t litros
por minuto, donde 0 < t < 60. Encontrar la cantidad de la sustancia quimica que fluye en el
tanque durante los primeros 20 minutos.

Respuesta

Sea c(t) la cantidad de la sustancia quimica en el tanque en el tiempo t. Entonces c'(t) repre-
senta la razon a la cual la sustancia quimica fluye dentro del tanque en el tiempo t. Durante los
primeros 20 minutos, la cantidad que fluye dentro del tanque es:

20 20 3 120
f c'(t)dt =] (180 + 3t)dt = [180t + Etz] = 3600 + 600 = 4200
0 0 0

Por tanto, la cantidad que fluye dentro del tanque durante los primeros 20 minutos es de 4 200

litros.

Otra forma de ilustrar el teorema del cambio neto es examinar la velocidad de una particula
que se mueve a lo largo de una linea recta, donde s(t) es la posicion en el tiempo t. Entonces,
su velocidad esv(t) = s'(t) y

b
f v(t) dt = s(b) — s(a)
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Esta integral definida representa el cambio neto en posicién, o desplazamiento, de la particula.

Cuando se calcula la distancia total recorrida por la particula, se deben considerar los intervalos
donde v(t) < 0y los intervalos donde v(t) = 0. Cuando v(t) < 0, la particula se mueve a la
izquierda, y cuando v(t) = 0, la particula se mueve hacia la derecha. Para calcular la distancia
total recorrida, se integra el valor absoluto de la velocidad |v(t)]. Asi, el desplazamiento de
una particula y la distancia total recorrida por sobre [a, b] se puede escribir como:

Desplazamiento sobre [a,b] = fab v(t) dt

Distancia toral recorrida sobre [a, b] = fablv(t)l dt

Ejemplo 15. Una particula se mueve a lo largo de una linea, a una velocidad dada por v(t) = t3 — 10t% +
29t — 20 metros por segundo en el tiempo t.

a) ¢Cual es el desplazamiento de la particula en el tiempo 1 <t < 5?
b) ;Cuadl es la distancia total recorrida por la particula en el tiempo 1 < t < 5?

Solucion
v a)
8- 5 5
Vo f v(t) dt =f (¢3 —10t2 + 29t — 20) dt
6 1 1
4 5
_ t*  10t3 4 29¢2 20| = 25 ( 103)
2T 14 3 2 L 12 12
Ll 1 2 3 M B 32

b) Para encontrar la distancia recorrida debemos calcular

5
f [v(®)| dt

Dado que v(t) = (t — 1)(t — 4)(t — 5) observamos que v(t) > 0en[1,4] yv(t) < 0en[4,5],
por tanto, la distancia total recorrida es:

5 4 5 4
f [v(®)| dt =f v(t) dt +f —v(t) dt =f (t3 —10t? + 29t — 20) dt —

5
- 20t =
4

43+2

—10t? + 29t — 20) dt = |— — +

5 t*  10t3  29t2 Yt 10t3 29¢2
- @ —20t| —
A 4 3 2

_45 ( 7)_71 .
—4 12—6mer05
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10.5.9 El teorema del valor medio para integrales

Hemos visto que el drea de una regién bajo una curva es mayor que el area de un rectangulo
inscrito y menor que el drea de un rectangulo circunscrito. El teorema del valor medio para
integrales establece que en alguna parte “entre” los rectangulos inscrito y circunscrito hay un
rectdngulo cuya drea es precisamente igual al area de la regién bajo la curva.

.\v
A

—

flo)

1
|
|
1
1 X
c

b

a

Teorema 11 Si fes continua en el intervalo cerrado [a, b], entonces existe un nimero c en el intervalo cerrado
[a, b], tal que:

b
[ rw ax=r@0-w

Adviértase que el Teorema 11 no especifica coémo determinar c. S6lo garantiza la existencia de
al menos un ndmero c en el intervalo.

10.5.10 Valor medio de una funcion

El valor de f(c) dado en el teorema del valor medio para integrales recibe el nombre de valor
medio de f en el intervalo [a, b].

Definicion 5 Valor medio de una funcion en un intervalo
v Si f es integrable en el intervalo cerrado [a, b], entonces el valor medio de

f en el intervalo es:

Valor medio

1 b
m f f(x) dx

- X

a b
Obsérvese que el area de la region bajo la grafica fes igual al drea del rectangulo cuya altura es
el valor medio.

Ejemplo 16. Determinar el valor medio de f(x) = 3x% — 2x en el intervalo [1, 4]
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Solucion
El valor medio esta dado por:

1 fb d_1f432 2 d_1[3 2714 —
b—aaf(x) x—31(x x) dx x? —x°]f =

W[ =

=3 [64—16—(1—1)] = 16

10.6 Aplicaciones de la integral definida

10.6.1 Area de la region entre dos curvas

y Considerar dos funciones fy g que son continuas en el intervalo [a, b]. Si, como en la figura, las
gréficas de fy g estdn sobre el eje x y la grafica de g debajo de la gréfica de f, se puede interpretar
geométricamente el rea de la region entre las graficas como el 4rea de la region bajo la grafica

de g sustraida del area de la region bajo la gréfica f..

. .
x=a x=b

Definicion 6 Area de una regi6n entre dos curvas

Si fy g son continuas en [a, b] y g(x) < f(x) para todo x en [a, b], entonces el area de la region
acotada por las graficas de fy gy las rectas verticales x = a y x = b esta dada por:

b
a=[ 1@ - g ax

Este resultado no depende de la posicién de las graficas con relacién al eje OX, el mismo inte-
grando [f (x) — g(x)] puede usarse con tal de que fy g sean continuas y g(x) < f(x) para todo
x en el intervalo [a, b]

Ejemplo 17. Encontrar el drea acotada por las gréficasde f(x) = x* +2eg(x) =—x=0yx =1

Solucion

Comprobamos si hay puntos de corte en el intervalo [0, 1]:
fx) =gx) =x*>+2=—x = x?+x+2 =0 = no existenraices reales

Comprobamos cudl esta por encima, calculando el valor de cada una de ellas en punto del
intervalo (x = 0,5):
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f(0,5) =052 +2=2,25
g(0,5) =-0,5
Por tanto g(x) < f(x)vx € [0,1]

El 4rea es:

1 vy x3  x? 1 1
A=f0[f(x)—g(x)] dx=f0(x +2+x) dx=[?+7+2x] =—+§+2=—

Ejemplo 18. Area de una regién determinada por dos curvas que se intersecan

Encontrar el area de la region comprendida entre as graficas de f(x) =2 —x?y g(x) = x
Solucion

Calculamos los puntos de corte:

-2

o | f(x)=g(x)=>2—x2=x:x2+x—2=0=>x={1

Comprobamos cudl de las dos estad por encima en el intervalo [—2, 1]:
f(0) =2
g(0)=0

Por tanto g(x) < f(x)vx € [-2,1]

El area esta dada por:

1 1 , X3 2 1 9
A=£Z[f(x)—g(x)] dx = _Z(Z—x —x)dx=[—?—7+2x]_2=z

Ejemplo 19. Curvas que se intersecan en mas de dos puntos

Hallar el area de la region comprendida entre las graficas de f(x) = 3x®> —x% — 10x y g(x) =
WA f)<g) _x2 + 2x

Solucion

Calculamos los puntos de corte:

© Ignacio Garcia-Julid - Ricardo Visiers Baiion - 2018 23



S B2

Vitoria
Matemdticas para la ingenieria 10. Derivacion e integracion numérica Al urvhacria
-2
f)=gx)=3x3—x2—-10x=—x2+2x=>3x-12x=0=3x(x* -4 =0=x=4 0
2

Definicion 7

Ejemplo 20.

Comprobamos la posicién relativa en los intervalos:

a) Intervalo [-2,0]:
f(=1) = 3(-1)F = (~1)? = 10(~1) = 6; g(~1) = ~(~1)? + 2(~1) = -3
Por tanto g(x) < f(x),Vx € [-2,0]

b) Intervalo [0, 2]
f)=3-(1F—(1)2-10-(1) = -8 g(1) = —(1)2 +2-1=1

Por tanto f(x) < g(x),vx € [0,2]

Para calcular el drea debemos descomponer la integral:

0

0 2
A= [f(x)—g)] dx + f [9x) — f(x) dx = f [(Bx3 —x%—10x) — (— x? + 2x)] dx +
-2 0

-2

2 0 2
+f [(—x% + 2x) — (3x3 — x2 — 10x)] dx = f (3x3 —12x) dx + f (=3x3 +12x) dx =
0 -2 0

3x* 0 3x* 2
= T_6x2] + [_T+6x2] =—(12-24)+(-12+24) =24
-2 0

Area comprendida entre una curva en coordenadas paramétricas.
Sea C una curva cuyas coordenadas paramétricas son x = x(t),y = y(t) cont € [ty,t,]

El area comprendida entre C y el eje OX esta dada por:

ty
4= j y(© - x(©)] dt

1

El area comprendida entre C y el eje OY esta dada por:

ty
4= j () - y' (Ol dt

1

Calcular el area encerrada por la elipse cuyas ecuaciones son: x = acost,y = bsent siendoay
b los semiejes de la elipse.
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Definicién 8

Ejemplo 21.

Solucion

Calculamos el 4rea de la mitad superior de la elipse y la duplicaremos. Como la variable x varia
desde —a hasta a, el parametro t varia desde m hasta 0. Por tanto, la integral definida que nos
dara el area es:

0 0 01 —cos2t
A= ZJ- [(bsent)(—a sent)] dt = —Zabf sen?t dt = Zabf — dt
T T T

— 2ab t sen?2t
i PR

]0 2abZ = mab
= Qb —=Tla
} 2

Area comprendida entre una curva en coordenadas polares

p=p(8) Sea C una curva cuyas coordenadas polares son ¢ = 0(6),
0 € [6,,6,]

El area comprendida entre la curva es:

0
A=< [o(0)] db
61

Calcular el drea encerrada por la lemniscata, de ecuacién ¢ = av/'cos 26

Solucion

Calculamos el area de % de lemniscata y la multiplicamos por 4. Los valores de 8 varian en el

intervalo [0, ﬂ, por tanto el area es:

T
P

sen 20 1
] = 2a’= = a?
o 2

1% i
A=4-EJ- (a? cos20) d9=2azf cos 20 d9=2a2[
0 0

10.6.2 Volumenes de sélidos de revolucion
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Rectingulo

Eje de revolucion

Rectangulo
representativo

Aproximacién
por n discos

Figura 10-13

Regién plana

10.6.2.1  Método de los discos

Si una regién en el plano gira alrededor de una recta, el sélido resultante es un sélido de revo-
lucion, y la recta se llama eje de revolucion. El sélido méas simple es un cilindro circular recto
o disco que se forma al girar un rectangulo en torno a uno de sus lados. El volumen de tal disco
es:

Volumen del disco = (drea del disco) - (anchura del disco) = nR*w

donde R es el radio del disco y w es la anchura.

Para observar como usar el volumen de un disco para encontrar el volumen de un sélido ge-
neral de revolucién, considerar un sélido de revolucién formado al girar la region plana en la
Figura 10-12 alrededor del eje indicado. Para determinar el volumen de este sélido, conside-
rar un rectangulo representativo en la regién plana. Cuando este rectingulo gira alrededor
del eje de revolucién, genera un disco representativo cuyo volumen es:

AV = tR?*Ax

Aproximando el volumen del sélido por el de los 1 discos de anchura Ax y radio R (x;) produce:

n n
Volumen del sélido = Z m[R(x)]*?Ax =7 Z[R (x)]? Ax

i=1 i=1

Esta aproximacion parece mejor y ain mas cuando [|Al| = 0 (n - o) . Asi, se puede definir el
volumen del s6lido como:

n

b
HlAi”IEOT[;[R(xi)]2 Ax = nfa [R(2)]? dx

Método de los discos

Para encontrar el volumen de un sélido de revolucién con el método de los discos, usar una
de las férmulas siguientes, como se muestra en la figura

b b
v=r| RGP ax v=r | RO dy
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V=rn ﬂ‘|R(\)Iz dx

Ax

R(x)

¢
a b R(y)

Eje de revolucion horizontal Eje de revolucion vertical

La aplicacién méas simple del método de los discos involucra una regiéon plana acotada por la
grafica de fy el eje x. Si el eje de revolucion es el eje x, el radio R(x) simplemente es f(x).

Ejemplo 22. Encontrar el volumen del sélido formado al girar la regién acotada por la grafica de:
f(x) =+Vsenx

Y el gje OX, (0 < x < m) alrededor del eje OX.

Solucion

Observamos que el radio del sélido es R(x) = vsen x

Por tanto el volumen del sélido de revolucion es:

b T T
2
% =nf [RCO)]? dx =7rf [\/senx] dx = rrf senx dx =
v a 0 0
Ul w[—cosx]|¥ = 2x
I T e—

NG

Y ox '

3 Ax

- Region plana

Ejemplo 23. Encontrar el volumen del s6lido formado al girar la region acotada por f(x) = 2 —x?y g(x) =
1, alrededor delarectay = 1

P Solucion
Regién plana 2 ) = Al igualar f(x) y g(x) se observa que se cortan en x = +1 que
R seran los limites de integraciéon
, L] }R(X) Para encontrar el radio debemos restar:
e RG) = f0) -~ g0 =22 ~1=1-x°
i ; x  Por dltimo debemos integrar:

-1 1

1 1
V=7Tf [1—x2]2dx=7rf (1-2x%2+x*) dx =
-1 -1

[ 2x3 xs]l 161w
=1 =

=35 T
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Ejemplo 24. Un fabricante taladra un orificio a través del centro de una esfera maciza de metal de 5 centi-
metros de radio. El orificio tiene un radio de 3 centimetros. ;Cudl es el volumen del objeto de
metal resultante?

Solucion

Supongamos el objeto generado por un segmento de la circunferencia cuya ecuacion es x* +
2 —
y* = 25.

Debemos encontrar los puntos de intersecciéon de dicha es-

.
X A 2 " "
) _/‘ﬂ\ fera con el cilindro del taladro de radio 3 centimetros, para

| ellos resolvemos:
r(x)=3 y=3
—— } —————x
—5-4-3-2 1 12345 . .
{x +y 25 — = +4
y =
Por tanto el volumen es:
4 4 321 256n
Vznf [(\/25—x2 2 —32] dx =7tf (16 — x?) dx=n[16x—? =3 cm3
—4 —4 -4
10.6.3 Longitud de arco
Definicién 9 Sea la funcién dada por y = f(x) que represente una curva en el intervalo [a, b]. La longitud

del arco de f entrea y b es:

b
L= f 1+ [f'(x)]? dx

De manera similar, para una curva dad por x = g(y) la longitud del arco de g entre c y d es:

d
L =f V1+[g' W] dy

y 3
Ejemplo 25. Calcular la longitud de arcode y = % + i en el intervalo E, 2]

Solucion
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La longitud del arco viene dada por:

L=-wa/1+[]”(96)]2 dx=j;\]1+[%(x2—xi2>]2 dx=j; E(x4+2+xl3> dx =

_f21(2+1)d 1 12_1<13+47>_33
_%zx x2) T3 "% T2\6 T24) T 16

N[ =

10.6.4 Area de una superficie de revolucién

Definicion 10 Superficie de revolucion

Si la grafica de una funcién continua gira alrededor de una recta, la superficie resultante es una
superficie de revolucién.

Definicién 11 Area de una superficie de revolucion

Seay = f(x) conderivada continua en el intervalo [a, b]. El drea S de la superficie de revolucién
formada al girar la grafica de f alrededor de un eje horizontal o vertical es:

b
S = 27tf r(x) V1+[f'(x)]? dx

donde r(x) es la distancia entre la grafica de f y el eje de revolucién.

Six = g(y) en el intervalo [c, d] entonces el drea de la superficie es:

d
S = 2nf r(y) v1+[g'()]? dy

donde r(y) es la distancia entre la grafica de g y el eje de revolucién

Ejemplo 26. Calcular el drea de la superficie formada al girar la grafica de f(x) = x> en el intervalo [0, 1]
alrededor del eje x.

Solucion

La distancia entre el eje x y la gréfica de f es r(x) = f(x), y porque f'(x) = 3x?, el area de la
superficie es:
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